INTEGRALI DOPPI
Esercizi svolti

1. Calcolare i seguenti integrali doppi:
(a) /Axydacdy,A:{(:v,y):Ogmgl,Ogygl};
0) | G dedn. A= {3 <a<a1<y<2)
(c) /A(2x2+3y)dxdy,A={(337y):0§x§17x2§y§1};
() /A(sc—2y)d:vdy,A={(a:,y):0§x§2,0§y§2—x};
(e) /Axydxdy,A:{(:c,y):0§$§1,$2§y§1+x};

(1) /A<x+y>dxdy,A={<x,y>:2x3gygm};

() /ASirylydwdy,A={($7y):0§m§w,xéyéﬂ};

(h) /A(x +2y) dody, A= {(z,y):0 <2 <2 min{2? 1} <y < max{z? z}};
(i) AwsianQ—yldwdy,A={(x,y>:0§xs1,0§y§1};

Q) [ Jsine =yl dedy, A= {@y) 0=z <m0 <y <1k

(k) /Jc2 dedy, A={(z,y):y < —2?+2/2+3,y > -2 —z,y > —2?+ 2z}.
A

2. Sia A la regione di piano racchiusa nel triangolo di vertici A; = (0,0), A2 = (1,1) e A3 = (2,0) e dotata di
densita unitaria. Calcolare il momento di inerzia di A rispetto al vertice A;.

3. Sia B la regione di piano racchiusa nel triangolo di vertici By = (0,0), Bz = (0,1) e B3 = (1,0) e dotata di
densita unitaria. Calcolare il momento di inerzia di B rispetto al vertice Bs.

4. Calcolare il baricentro delle regioni di piano dotate di densita unitaria
(a) A={(z,y):2a? <y<1}

(b) B={(z,y):2*+y* <1,y >0}
5. Calcolare i seguenti integrali doppi:
@ [ dedy. D={wp)a+17 <12 0)
) [ a4 dody, D={(z.):a? +12 1,02y <ak

(c) /xQdIdy, D={(z,y): 1 <a?+y* <4, y>0}
D



(@) /ydxdy, D = {(a,y) : 42% + 9y% < 36, y > 0}
D

. Sia D un disco circolare dotato di densitd unitaria, avente centro in C' = (r,0) e raggio r. Verificare la
relazione Iy = Ic + 12 A, dove Iy e I sono i momenti di inerzia di D rispetto a O e a C e A & l'area di D.

. Calcolare il momento di inerzia rispetto all’origine degli assi della lamina piana di densita unitaria C' =
{(z,y) 1 2® + 9> < 9,2% + y* — 22 > 0}

. Calcolare i seguenti integrali impropri:

@ [ @9 dody, D= () 1< 0 42k

(b) /Dﬁ drdy, D ={(z,y) : 4 < a2+ 22 >0,y > 0};
(c) /D m drdy, D ={(z,y): 2> +y*>> 1,2 >0,y > 0};

X

T
© [ Gt dedy. D= {() s® 442 < L—a <y <o,



INTEGRALI DOPPI
Esercizi svolti - SOLUZIONI

1. Calcolare i seguenti integrali doppi:

(a) / zydedy, A={(z,y):0<2<1,0<y <1}
A
E possibile risolvere 'integrale indifferentemente per orizzontali o per verticali

Integrando per verticali si ottiene
1

1 1 1 271 1 91
Y x x
xyda:dyz/ (/ a:ydy) dx:/ x[] dxz/ dxz[] =
/A 0 0 0 2 |y 0 2 4], 4

1
b) /dedy,A{(x,y):3§x§4,1§y§2}.
E possibile risolvere 'integrale indifferentemente per orizzontali o per verticali

Integrando per orizzontali si ottiene
1

e[ (e[ (5]

) dy = [~log (4 +y) +log (3 +y))3 =In (;Z)

1
+
2
1 < 4+y 3+vy

(c) /(2x2+3y>dxdy,A:{(x,y):0§x§17x2§y§1}~
A
La regione A ¢ sia orizzontalmente che verticalmente convessa. E quindi possibile risolvere Iintegrale
indifferentemente per orizzontali o per verticali.

Integrando per verticali si ottiene
1

1 1 1
3

/(2x2+3y) dz dy :/ (/ (222 4 3y) dy) dx :/ {2x2y+y2] dr =

A 0 P 0 PA P

1 1

T4 .5 3 7T . 2, 3 22
= —it 4 20?4 ) dr = |——2® + SaP 4 x| = .
/0<2x+$+2) v {1ox+3x+2x 15

(d) /(J;—Qy) dedy, A={(z,y):0<2<2,0<y<2—z}
A
La regione A & sia orizzontalmente che verticalmente convessa. E quindi possibile risolvere l'integrale

indifferentemente per orizzontali o per verticali.

Integrando per orizzontali si ottiene

2 2—y
-

/A(x—Qy)dmdy:/O2 (/02_y(:r—2y)dx> aly:/O2 [Z—me

2 2
5, 54 4
= Syt —6y+2) dy= |2y — 32 +2y| =—-.
/0 (2y Y ) y {Gy vt =3

0

(e) / vydredy, A={(z,y):0<2x< 1,22 <y<1+az}
A
La regione A & sia orizzontalmente che verticalmente convessa, ma per la forma esplicita di A ¢ piu

conveniente integrare per verticali. Si ha quindi
1 1+ 1 21 1+
/xydxdy:/ (/ xydy) dx:/ x{} dx =
A 0 2 0 2
1/t 5 3 9 L[ 2% 2% 2 221" 5
== — 2 de == |-+ 4+ 234+ | ==,
2/0<x+$+x+x)x2 6 13T, TR

x2



0 [ @t dady, A= {92 <y <20}

La regione A ¢ sia orizzontalmente che verticalmente convessa. E quindi possibile risolvere 'integrale
indifferentemente per orizzontali o per verticali.

Integrando per orizzontali risulta

2 (y/2)'/* 21,2 (y/2)!/?
/(:chy)dxdy:/ / (z+y) dx dy:/ [2+xy} dy =
A 0 (y/2)? 0 (y/2)?

. - E . 2
B 2 74 i N y2/3 N y4/3 [ y5 y4 3y5/3 3y7/3 7 @
—Jo 4 25/3 7 21/3 B o 35

32

5.-32 16 5-25/3+7-21/3

@>/SijmhAz{@w%OSxémxSyﬁﬂ}
A

Sebbene la regione A sia verticalmente e orizzontalmente convessa, non & possibile calcolare esplicita-
mente 'integrale per verticali, infatti la funzione (siny)/y non & integrabile elementarmente rispetto a
y. Integrando per orizzontali si ottiene invece

. T Y s T
/ Sy dx dy :/ </ Sy d:c) dy:/ siny dy = [— cosy|j = 2.
A Y 0 o Y 0

(h) /A(sc +2y)dody, A= {(z,y):0 <2 <2 min{z? 1} <y < max{a? r}}.

L’insieme A puo essere visto come 'unione dei due insiemi
Ay ={(z,y):0<z <12’ <y<a}, A={(r,y):1<z<2r<y<a’}

la cui intersezione si riduce ad un punto delle relative frontiere. Possiamo quindi decomporre 'integrale
secondo:

/(x+2y) dx dy :/ (x + 2y) dzdy +/ (x 4+ 2y) de dy
A Ay Az

dove entrambi gli integrali a secondo membro possono essere risolti integrando per verticali. Si ha

/Al(x+2y) dz dy :/01 (/ﬂﬁj(w—I—Ziﬂ dy) da::/()l[ggy+y2]£2 dr —

1 4 571
2 T T 13
_ 22_ 3_4d: 3 _r v _ -
/0(33 x® — %) dx [335 1 5, &

e
2 z? 2
/ (x+2y)dxdy:/ (/ (x—|—2y)dy> dx:/ [y +y°)% dx =
A2 1 xr 1
2 2 PN R V¢
_ 92 4 3 4 gt S O T L
/1( x’ + 2 + %) de [31’—}—4—}—5}1 0
Quindi

13 317 11
%) drdy = — 4 ot =
/A(””r y)dedy =56+ 50 = 3

(i) /xsin|x2—y| dedy, A={(z,y):0<2<1,0<y <1}
A

Poiche ) )
. sin (z° — se <z
sm|x2y{ sinE B g) Y= )
y—1x®) se y>a*,
si ha
/ xsin |22 — y| dx dy :/ zsin (22 — y) dxdy +/ zsin (y — 22) de dy
A Ay Az
dove

Ay ={(z,y):0<2<1,0<y <2}, Ay={(z,y):0<z<1,2°<y<1}



Integrando per verticali otteniamo

1 z? 1
/ rsin (22 —y) dedy = / (/ rsin (2 — y) dy) dx = / x[cos (12 — y)]§2 doe =
Ay o \Jo 0

NS S
—2 2Sll’l

1, 41 1
/ rsin(y — %) dedy = / (/ rsin (y — %) dy) dx = / x[—cos (y — 2?)]Lz dx =
As 0 \Ja2 0

1
:/ (x — xcos (1 —2?%)) dr
0

2 o
x—+fsin(1—x2) =_—— —sinl
2 2 . 2 2

Quindi
(2 +2y) dedy — > — Ssinl+ - — Lein1=1—sin1
X X = — — — SIn — — —SInl = — Sin L.
N yaray =575 272

/A|sinx—y\ dedy, A={(z,y):0<z<m0<y<l1}

Poiche
. sint —y se y<sinzx
|sinz —y| = . .
y—sinz se y>sinz,
si ha
/|Sinx—y| da:dyz/ (sinz —y) dx dy —l—/ (y —sinx) dx dy
A Ay Az
dove

Ay ={(z,y) : 0 <zr,0<y<sinz}, As ={(z,y) : 0 < zmsinz <y <1}

Integrando per verticali otteniamo

T sin © T 9 sinx
/ (sinz —y) dx dy :/ (/ (sinz — y) dy> dx:/ [ysin:z:gé] dr =
A, 0 0 0 0
1 (" 1 (" 1 1 "
25/0 sin2xdxzz/0 (1—cos?x)dx=4[a:—2sin2xL:Z

™ 1 T .2
/ (y —sinz) dx dy :/ / (y —sinz) dy) d:c:/ [y— —ysina]l, , dr =
Az 0 0 2

sin x

/1 1 et 1
:/0 (ZSinza:—sinm—i— 2) da::/o (4(1—0052m)—sinx+2> dr =

= §ar:—lsinQa:—!—cosx —§7r—2
I R o 4 '

Quindi

3
/|sinx—y|dmdy 22—1—177—2:77—2.
A

/x2 dedy, A={(z,y):y < —2?+2/2+3,y > —2*—z,y > —2? + 2z}.
A

L’insieme A puo essere visto come 'unione dei due insiemi
Ay ={(z,y): 2<2<0,—2°> —x<y<—a?+x/2+3},

Ay={(z,y):0<2 <2, -2’ +2r <y < -2’ +2/2+3}

aventi in comune solo punti delle relative frontiere. Possiamo quindi decomporre 'integrale secondo:

/x2 dx dy :/ 22 dz dy +/ z? dz dy
A Ay Az

dove entrambi gli integrali a secondo membro possono essere risolti integrando per verticali.



Si ha

0 —z?+3/243 0 /3 3 0
/ 2? dedy = / / 22 dy | dx = / (x?’ + 3372) dr = [m4 + xﬂ =2
Ay -2 —z2—x -2 2 8 -2
2 —224x/24+3 2 3 3 2
/ z? dedy = / / 22 dy | de = / (—xg + 3362) dx = [—x4 + xg} =2
As 0 —z2+42zx 0 2 8 0

Quindi
/:r2 dedy =2+2=4.
A

2. Sia A la regione di piano racchiusa nel triangolo di vertici A; = (0,0), A2 = (1,1) e A3 = (2,0) e dotata di
densita unitaria. Calcolare il momento di inerzia di A rispetto al vertice Aj.

Essendo
A={(z,y):y<r<2-9,0<y<1}

1 2—y 17,3 2—y
IO:/(x2+y2) dxdy:/ </ (x2+y2) dx) dy:/ [+y2x] dy =
A 0 Y 0 3 P

Y

1 1
8 4 8 2, 44 ., 8 4
= P —dy+ 2 ) dy= | Syt P -2 oy ==
/0(3y+y y+3> y {3y+3y vy =3

si ha

3. Sia B la regione di piano racchiusa nel triangolo di vertici By = (0,0), B = (0,1) e B3 = (1,0) e dotata di
densita unitaria. Calcolare il momento di inerzia di B rispetto al vertice Bs.

Risulta
B={(z,y):0<2<1,0<y<1-—z}

Poiche la distanza del generico punto (z,y) € B dal vertice Bs & /(z — 1)2 4+ y2, si ha

133:/]3((x—1)2+y2) dxdyz/o1 (/OH (z —1)*+y?) dy) d:v:/ol [y(x—1)2+ﬂ:x dx =

1
-3 [ e=1 do=—l@- 14 -

4. Calcolare il baricentro delle regioni di piano dotate di densita unitaria

(a) A={(z.y): s> <y <1}
Siano T4 e 4 le coordinate del baricentro di A.
Per simmetria risulta x4 = 0.

Invece

_ 1
Ya = M/Ay dx dy
dove M(A) & la massa di A.

Poiche
1 1 1 1'31 4
i) = [ asay= [ ([, an)ar= [0 atyan=o=5] =5
A -1 \Ja? -1 3], 3
i 1 1 N 1 [ & g 1 2571 4
- = = 1-— = — _ — = —
Jyvaas= [ ([, sr)ar=35 [La-etyae=3 - T] =3

risulta g, = 3/5.



(b) B={(z,y):2? +y* <1, y>0}.
Siano Tp e Yp le coordinate del baricentro di B.
Per simmetria risulta g = 0.

Invece

dove M (B) ¢ la massa di B.
Poiche

1 V1—z2 1 1 , 1 23 1 9
yd?ﬁd@/:/ / ydy d(E:f/ 11—z dx:|:x_:| =,
/B —1 \Jo 2 _1( ) 2 3], 3

risulta gz = 4/(3m).

5. Calcolare i seguenti integrali doppi:

<@/ywmm D={(a,y):a?+y? <1, y>0}.
D

L’integrale puo essere calcolato utilizzando coordinate polari:

x = pcost
{ Y = psind 0 € [0,2m).

Poiche 22 4 y? = p?, la condizione z2? + y? < 1 diventa 0 < p < 1, mentre y > 0 diventa sinf > 0, ossia
0<o<m.

L’insieme di integrazione nel piano p,# ¢ quindi il rettangolo:
{(p,0) :0<p<1,0<6<7}.
Essendo p lo Jacobiano della trasformazione, si ha:

1 v 1 7r1_ 2
/dexdyz/ (/ p3sin29d9> dpz/ ,oS(/ Cosade) dp =
D 0 0 0 0 2

1

1! 1 T o 4
:7/ p3[ﬁsin29] dpzz/ p3dp7r{p} :E.
2 0 2 0 2 0 214 0 8

(b)/x2—|—y2d33dy, D={(z,y): 22 +y* <1, 0<y < a};
D

L’integrale puo essere calcolato utilizzando coordinate polari:

x = pcosb
{ y = psin0 0 € [0,2m).

Poiche z2? + 32 = p?, la condizione x2 + y? < 1 diventa 0 < p < 1, mentre 0 < y < z diventa
0 <sinf < cosb, ossia 0 < 0 < /4.
L’insieme di integrazione nel piano p, 0 € quindi il rettangolo:

{(p,0):0<p<1,0<0<7/4}.

Essendo p lo Jacobiano della trasformazione, si ha:
1 /4 1 411
2 2 3 ™ 3 TP il
dedy = do | dp=— dp=—|—| =—.
fyevanin= [ ([ w) =5 [ oo [8] -

© [ #*drdy. D={(ra) 15?442 <4200
D

L’integrale puo essere calcolato utilizzando coordinate polari:



x = pcosb
{ Y = psind 6 € [0,27).

Poiche 22 + y2 = p2, la condizione 1 < z2 4+ y2 < 4 diventa 1 < p < 2, mentre y > 0 diventa 0 < 0 < 7.
L’insieme di integrazione nel piano p, 0 € quindi il rettangolo:

{(p0) 1< p<2,0<0 <)

Essendo p lo Jacobiano della trasformazione, si ha

2 s 2 ﬂ'l 20
/xdedy:/ (/ p300820d0> d,o:/ p3</ “Osdf)) dp =
D 1 0 1 0 2

1/1 3{ 1. T T [ 3 ™
== p° |0+ = sin 20 dp:f/p dp=—

(d) /ydxdy, D = {(z,y) : 42 + 9y* < 36, y > 0}.
D

Per il calcolo dell’integrale ¢ utile riscrivere la disequazione che definisce D come

422 9y?
dam %y
36 + 36 —

da cui ) )
z Yy
prast

D risulta quindi essere meta di una ellisse di semiassi a = 3 e b = 2. Utilizzando la trasformazione

x =3pcosf
{ Y = 2psin 0 6 €0, 2m)

I'insieme di integrazione nel piano p, 6 diventa il rettangolo:
{(p,0):0<p<1,0<6 <7}

Essendo 6p lo Jacobiano della trasformazione, si ha
1 ™ 1 1
/ ydxdy:/ (/ 12p? sin 6 d9> dp:/ 12p%[— cos 0] dp:24/ 0% dp = 8[p*§ = 8.
D 0 0 0 0

6. Sia D un disco circolare dotato di densitad unitaria, avente centro in C' = (r,0) e raggio r. Verificare la
relazione Iy = Ic + 12 A, dove Iy e I sono i momenti di inerzia di D rispetto a O e a C e A & l'area di D.

Risulta
b [t
D

/((:r—r+r)2+y2)dxdy
D
= /((x—r)2+2r(zfr)+r2+y2)da?dy
D
= /D((x—r) +y)dedy+r /Ddxdy—i—Qr/D(a:—r)dxdy

= IC+T2A+2r/(ac—r)dxdy
D

= I.+1%A
poiche per simmetria risulta

/D(:c—r) dx dy = 0.



7. Calcolare il momento di inerzia rispetto all’origine degli assi della lamina piana di densita unitaria C =
{(z,y) : 2®> +y* < 9,22 + y* — 22 > 0}.

Poiche I'insieme C' ¢ invariante rispetto alla simmetria per 'origine e la funzione f(x,y) = z? + y? & pari
rispetto a tale simmetria risulta

10:/(1‘24—3/2) dxdyz?/ (22 +y?) dx dy
C 7

dove
C'={(z,y) 1 2® + 9> <9, 2> +1* — 22 > 0,y > 0}.

L’integrale puo ora essere calcolato utilizzando coordinate polari:

x = pcosb
{ Y = psin 6 € [0,2m).

L’insieme di integrazione nel piano p, 0 € quindi il seguente:
{(p,0):2c0os0 < p<3,0<0<7/2}U{(p,0):0<p<3,7/2<0<7}.

Essendo p lo Jacobiano della trasformazione, si ha

/2 3 ™ 3 w/2 p4 3 ™ p4 3
0 2cos 6 /2 0 0 4 2cos 6 ™/2 4 0
™/2 /81 81 [T /2 (77 1 1 81
- 4 - e - - - -
2(/0 (4 4 cos 9) df + 7 /Tr/2 d@) 2(/0 (4 2 cos 20 200849 2) df + 8)

/2

1 1

2 E9—sin29— — sin 460 + 8—7723977.
4 8 0 4

8. Calcolare i seguenti integrali impropri:

(a) /D<x2 ) de dy, D ={(z.y) 11 < 2 + 47},

Sia
Dp={(z,y):1<2*+y*> < R?}, (R>1)
allora,
/ (2 +¢*) " dz dy = lim (22 + )™ dx dy.
D R—+o0 Dr

Utilizzando coordinate polari si ha

R 27 R
/ (£E2 +y2)—o¢ dx dy :/ (/ p—2o¢+1 d9) dp: 271'/ p—2a+1 dp
Dr 1 0 1

1 T (R72%%2 _ 1) se a#l
— -«
2mlog R se a=1.
Pertanto -
s . - (R™2%%2 1) se a#l
(z*+y°) %de dy= lim o
D =t | 2rlogR se a=1.

e quindi l'integrale diverge positivamente se o« < 1, vale /(o — 1) se a > 1.

Yy
0) [ g dody, D= {(e) 54 < 4% 4w 2 0 2 0
D
Sia
Dr={(z,y):4<2”+y* <R’2>0,y>0}, (R>2)

allora
zy

Ty .
— dzxdy= 1 — dz dy.
/D<x4+y4> T Ry, Gy Y



Utilizzando coordinate polari si ha

BLrm/21  sin@cosf
pp (@ +yt) 2 o P (cos*f+sin®0)

/2 sin @ cos 6 B T
_ st g Zdp| == Z(log R - log 2).
(/0 (cos* 0 + sin® 0) /2 p P 4( & 0g2)

Ty R B _
/D ) dx dy = 1 Rgrfm(logR log2) = +o0.

Quindi 'integrale diverge positivamente.

Pertanto

x
[, Gy il D= (@)t 2 ez 0y 2 0)
Sia
Dr={(z,y):1<2’+y* <R’ x>0,y >0}, (R>1)
allora

x T
——= drdy= lim ——— dz dy.
oG = i, G

Utilizzando coordinate polari si ha

x R 77/21 Rl /2
7dasdy:/ / — cos @ db d,o:/ —[sin6]5’" dp =
/DR (22 + y?)? 1 \Joo , 2rmelo
R R
1 1 1
gk
1P Pl R
T 1
————=dx dy= 1l 1-= =1
fy o= (1= 7)

X
/D (z2 4+ y?) dedy, D ={(z,y):2* +y* <1,0<y <a}.

Pertanto

Sia
D.={(w,y):? <a? +y*<1,0<y <z}, (e>0)
allora
T T
————dr dy=1i —— dz dy.
/D<x2+y2> R e B

Utilizzando coordinate polari si ha

" 1 7/4 1 » V2 ! NG)
—_— = S = 51 == — = — 1 — .
/DE ) dz dy /E /0 cos6df | dp /6 [sin]y"" dp 5 /E dp 5 (1—¢)

Pertanto

oS

/ Ldmdy:@ lim (1 —¢€) = —.
D ($2+y2) 2 e—o0t

v = 2 2
A)dedy,p_{(x,y)_x +y> <1,-x <y <0}

Sia
De={(z,y): <’ +y* <1, —x<y<0},  (¢>0)
allora
x T
————dx dy= 1l —— dzx dy.
g o= . |, G

Utilizzando coordinate polari si ha

x A '
5 dx d z/ / —cosfdf | d :/ —[sin6)°,,, dp=
/Dg @2 YT e ? p= ), E e
V2 (1 V2 11 V2 (1
2 Jop 2 p 2 \e

/Id:rdy—ﬂ lim (11)—+oo.
D

(22 +y?)? 2 =0t \ €
Quindi 'integrale diverge positivamente.

Pertanto



